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§ 1 . z i j X= l X : - Of) < X < + 00 } 
X+= { X:X=U+iv 0 _, - co< U < + oo, v 0 > 0 J 
X-= { X : X=U + i VO_, - «> <. U <: + co , VO < 0 } , 
waar v 0 een willekeurig vast getal isJ dat aan de beschreven voor-
waarden voldoet, dan is 
2 l 2; J e -½ C X + j_ yx d X = m E: -·2 y C ( 18 ) 
X c 
terwijl wegens Cauchy 
f l 2 . e-·2CX +iyx dx 
x+ 
-½cx 2+iyxd f -½cx 2+iyxd e ~ X= e x (1b) 
Uit (1a) en (1b) volgt 
























~ 2. Laten Xj 1 x;,x; zijn g2definieerd analoog aan X1 X+,x- in ~1, 
en zij Je:, het Ca rtesiaan::,c; peoduct: 
n 
7.t ::; 1T X 1 J 
i=1 ° 
n 
-1+ x+= Tl .1.\ .. • 
l:==/1 J 
n 
-;J_ - Tf x-: ::: 
i=·1 J 
Uiteraa zoudcn w2 oak producttn kunncn beschouwen, waarvan som-
mige factoren v+ /\. ,:,, :,, 
,J 
somrnige x-: 6iJn. Zij de matrix 
J 
1= 1 •• , n 
j=1 . .,n 
positief definiet met cl_l,::::1 (i=1y,,.Jn) ~ Coe <1 (ifj=1;.,.,nL 
l,J 
en ziJ l Cl zijn determinant 1 dan is 
I(' +~ 'r1 I D / 0 1, v T- l "J r, ·J· •r _ ( 2 ) '-- j n j l , ... - TC " V ( 2a) 
Hierbij zijn r en '.) n x 1 matrices (kolom-vectoren). Juist als in 
§ 1, kan hier ~ vervangcn warden door z+ of z- of {6n van de boven 
aangeduide mengvormen. Hier wordt uitsluitend £+ bcschouwd. 
Nu is, om een voorbeeld te noem~n 
. 2 1· --\- , 1 c r + 1 o 1 ",~ l G r_ " 
-------
( 0 )n xhx. 
c:. TC $'.+ . J 
00 
1 . l •" I -½ / C' 
/
1") I \j ~ t 
( C) ) D (_ c_it (Jj 
h 
00 I cb1 .. e ,J J 
l0 j (2b) 
Hierbij is O = ]lwj II ,J= 1 · · .n een lrnlom-vcctor en in cJe exponent van 
het rechterlid hebben w2 gcmakshalve geen I> ing gedaan om expll-
c i et a Em te geven cln t (uh en wj iJ oor y 11 en y J ve rva ngen moeten wor-
d en. B1ijkbaar is 
x 1x 2 ... x n 
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§ 3. Het rechterlid van (2c) staat in nauw verband met de inhoud 
S(r) van het gebied 
2 
== r 
B} >,, n J ( 3a) 
Hier if~ J = \l zkllk=/I. · .n een kolom-vector en B een n x n matrix van 
rang n, die voldoet aan BB'=C. Het teken ~ in (Ja) betekent, dat 
alle componenten van BJ onderworpcn zijn aan de voorwaarde dat 
ze positief ziJn. Het door (Ja) gedefinieerde gebied is voor n=2 
een cirkelsector, voor n=) een boldriehoek. Gelijk bekend, is 
S(f) =fn-1 S(1) . (3b) 
0 fee " n 1 Stel BJ, ='!J en zij f(r'-) een functic- zo dat f(fc..)f - elf conver-
geert, dan is wegens BB'=C: 
0 
=! f (} I}) d} 
BJ? 0 
= \cl-} f 
,, TJ ? 0 
o 
0 
- l B1- 1 J f(1] 1B 1 - 1B- 1'.J)d)J = 
~ :, 0 
(3c) 
0 i C. 
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(3d) 
~ 4. Om de inhou~ vnn cirkcls8ctor of boldritho0k of hun meer-
dimensionalc gcneralisatic• te berekenen, moet dus h~t linkerlid 
van (2c) hsrleid warden. ~it geb8urt met behulp van 
-c12x1x2 
8 -1 ( 4a) 
x1x2 
en Fubini. Voor n=2 geeft dit 
-4-
(4b) 
X_,,Xr-, I ,_ 
Op de eerste term kan nu (2a) warden toegepast, op de twcedc echter 
(1c) (wegens de verdwijning van een van het product x 1x2 afhangende 
factor). Hiermee wordt (4b) gelijk aan 
e O + 41 = 1 a re sin 21': (4c) 
Blijkens het slot van § 3 is de lengte van een cirkelboog gelijk 
aari 211: x dit resultaat; dus 
arc sin c 12 +; > gelijk behoort. 
§ 5. Voor meer dimensies treedt een belangrijke vereenvoudiging op 
voor matrices C met de eigenschap 
cij - O als \ i-j \ > 1 , ( 5a) 
zgn. Jacobi matrices. De methode van ~ 1+ lr'idt ec nameliJk toe, dat 
c., in e-½ 'f- C 'f voor bepaalde i en j door O ,wrdt vervangen, waarna lJ 
(2a) of (2b) wordt toegepast. Deze formules gclden echter slechts 
als C positief definiet is. Nu galdt voor een willekcurige positief 
def in i8te matrix niet, da t zij na ve rvanging van c. , door O nog po-J_J 
sitief definiet is~ maar wel voor eon Jacobi matrix. Daar voor elke 
twee willekeurige positief definiete matrices c1 en c2 geldt, dat 
tC 1+(1-t)c 2 ook positief definiet is, zijn Jacobi matrices positief 
-5-
dcfiniet in het gehele (c 12 ,c 13 , ... ,cn- 1n) - gebied, waarovcr'bij 
de methode van ~ 4 geintegreerd moet warden. De oplossing van het 
probleem komt dan necr op cle trivia le gelijkheid (5b): 
-C ... X. X. 
Schrijf c lJ 1 J = 
dan is 
b . ... c~ri 
l,J 
cL, == lJ 
-C .. X. X. 
C lJ l J - 1.:; 
~ 6. De mcthock van $ L1 gaat dooP ali::: clc vector o in 
.) ' 
.n f l 
( '.?,r.:) n 
+ ;r: 
1 
X X V 
·1 2·••"n -·· (·') ·)n/2 '-· TC 
( :5 b) 
nict de nulvcctor is. Voor n=2 komt er het langs minder doorzichtige 
wcg door Owen (1950) verkregcn rcsultAat 
C 
0 
(.')<) '·. ') 00 
1 r <:Y1L. r 
I- - C: c1y_ e 




• r1 -1 in , .. , c,..,, .. rJoor y1 ,. vcrvan en gedacht moct ,,,10 l r..~ , ci . .- en. 
~ 7. Pormulc ( ) i:3 zeer geschikt voor' numer>iel{e berekening, die 
echtcr met een voor de meeste str1t:l.;JtischE; doeleinclen beveec1igcnde 
nauwkeurigheid op eenvoudiger wijzc kan geschieden dan dooe Owen 
gedaan is. Hiervan zal een voorbeeld warden gegeven. 
(6b) 
Oak zal een voorbeeld warden geg8Ven van een zeer snelle berekening 
van de inhoud van een 4-dimensionaal bolsimplex. 
-G-
Voor niet-Jacobi matrices kan men de in § 15 beschreven moeilijk-
heden het best oplossen door te schrijven 
,.. -
Dit komt neer op integratie langs een lijn Lin de 
(c 12 ,c 13 , ... ,cn- 1n)-ruimte in de trant van Plackett (1954), maar 
uitgevoerd aan de Fourier-getransformeerde en daarom directer. 
Bovendien warden de formules aesthetischer omdat de lijn Lin de 
oorsprong van de c .. ( i < j )-ruimte begint. lJ 
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